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Аннотация
Пусть
𝛼 =
∞∑︁
𝑛=0
𝑎𝑘𝑛𝑘!, 𝑎𝑘 ∈ Z, 0 6 𝑎𝑘 6 𝑛𝑘,
где 𝑛𝑘 — быстро возрастающая последовательность натуральных чисел. Этот ряд сходится
во всех полях Q𝑝 𝑝-адических чисел и представляет собой полиадическое число. Кольцо
целых полиадических чисел является прямым произведением колец целых 𝑝-адических
чисел по всем простым числам 𝑝. Это позволяет рассматривать 𝛼, как бесконечномерный
вектор
(︀
𝛼(1), . . . , 𝛼(𝑛), . . .
)︀
, где координата с номером 𝑛 равна сумме этого ряда в поле Q𝑝𝑛 ,
где 𝑝𝑛 — 𝑛-ое простое число.
Для любого многочлена 𝑃 (𝑥), отличного от тождественного нуля и имеющего целые
коэффициенты, имеет место равенство
𝑃 (𝛼) =
(︁
𝑃
(︁
𝛼(1)
)︁
, . . . , 𝑃
(︁
𝛼(𝑛)
)︁
, . . .
)︁
.
Полиадическое число 𝛼 называется алгебраическим, если 𝑃 (𝛼) есть нулевой вектор,
𝑃 (𝛼) = (0, . . . , 0).
В работах В.Г. Чирского введены понятия трансцендентного, бесконечно трансцендент-
ного, глобально трансцендентного числа. Именно, полиадическое число 𝛼 называется ал-
гебраическим, если для любого многочлена 𝑃 (𝑥) полиадическое число 𝑃 (𝛼) не равно нулю,
т.е. имеет хотябы одну отличную от нуля координату 𝑃
(︀
𝛼(𝑛)
)︀
. Полиадическое число назы-
вается бесконечно трансцендентным, если таких координат бесконечно много и глобально
трансцендентным, если все 𝑃
(︀
𝛼(𝑛)
)︀ ̸= 0. В работе получены оценки снизу ⃒⃒𝑃 (︀𝛼(𝑛))︀⃒⃒
𝑝𝑛
в
любом поле Q𝑝𝑛 . Следствием является глобальная трансцендентность 𝛼.
Ключевые слова: оценка многочлена, полиадическое число, трансцендентность.
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ESTIMATES OF POLYNOMIALS IN A LIOUVILLEAN
POLYADIC INTEGER
E. S. Krupitsyn (Moscow)
Abstract
Let
𝛼 =
∞∑︁
𝑛=0
𝑎𝑘𝑛𝑘!, 𝑎𝑘 ∈ Z, 0 6 𝑎𝑘 6 𝑛𝑘,
with a rapidly growing sequence 𝑛𝑘 of positive integers. This series converges in all 𝑝-adic fields
Q𝑝 so it is a polyadic number.
The ring of polyadic integers is a direct product of the rings Z𝑝 of 𝑝-adic integers over all
prime numbers 𝑝.
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So 𝛼 can be considered as the vector
(︀
𝛼(1), . . . , 𝛼(𝑛), . . .
)︀
with coordinates equal to the sums
𝛼(𝑛) of the series 𝛼 in the field Q𝑝𝑛 for the 𝑛-th prime 𝑝𝑛.
For any nonzero polynomial 𝑃 (𝑥) with integer coefficients one has
𝑃 (𝛼) =
(︁
𝑃
(︁
𝛼(1)
)︁
, . . . , 𝑃
(︁
𝛼(𝑛)
)︁
, . . .
)︁
.
The polyadic integer 𝛼 is called transcendental, if for any nonzero polynomial 𝑃 (𝑥) with
rational integer coefficients there exist a prime 𝑝(𝑛) with 𝑃
(︀
𝛼(𝑛)
)︀ ̸= 0 in 𝑝𝑛.
The polyadic integer is infinitely transcendental if there exist infinitely many primes 𝑝𝑛 such
that 𝑃
(︀
𝛼(𝑛)
)︀ ̸= 0 in Q𝑝𝑛 and it is called globally transcendental, if 𝑃 (︀𝛼(𝑛))︀ ̸= 0 for any 𝑛.
The paper presents estimates from below of
⃒⃒
𝑃
(︀
𝛼(𝑛)
)︀⃒⃒
𝑝𝑛
in any Q𝑝𝑛 . As a corollary we get
the global transcendence of 𝛼.
Keywords: polyadic integer, estimates of polynomials.
Bibliography: 15 titles.
1. Введение
В работе дается оценка многочлена от полиадического лиувиллева числа. Теория полиа-
дических чисел изложена, например, в книге [1]. Арифметические свойства полиадических
чисел исследовались в работах В. Г. Чирского [2]–[11], [15], Д. Бертрана [12], В. Ю. Матвеева,
Е. С. Крупицына [13] и др.
В работе Цайсова [14] установлена оценка многочлена от лиувиллева числа в архимедовом
случае.
Цель этой работы — доказательство теоремы.
2. Основной текст статьи
Теорема 1. Пусть
𝛼 =
∞∑︁
𝑘=1
𝑎𝑘𝑛𝑘!, 𝑎𝑘 ∈ Z, 0 6 𝑎𝑘 6 𝑛𝑘, 𝑛𝑘 ∈ N, (1)
(𝑛𝑘 + 1) ln(𝑛𝑘 + 1)
𝑛𝑘 + 1
→ 0 при 𝑘 → +∞. (2)
Пусть 𝜀(𝐻) → 0 при 𝐻 → +∞. Пусть ̃︀𝑝 ∈ N. Тогда существует 𝐻0 = 𝐻0(̃︀𝑝) такая, что
для любого простого числа 𝑝 6 ̃︀𝑝 и любого многочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами, не
превосходящими по абсолютной величине числа 𝐻, 𝐻 > 𝐻0, имеющего степень 𝑚, удовле-
творяющую неравенству
𝑚𝜀(𝐻) <
ln ̃︀𝑝
2(̃︀𝑝− 1) (3)
выполнено неравенство
|𝑃 (𝛼)|𝑝 > 1
𝑚+ 1
·𝐻−1−𝜀−1(𝐻)(ln ln𝐻+ln 𝜀−1(𝐻))·𝑚. (4)
Доказательство. Обозначим для 𝑁 ∈ N 𝛼𝑁 =
𝑁∑︀
𝑘=1
𝑎𝑘𝑛𝑘!. Имеет место равенство
𝑃 (𝛼𝑁 ) = 𝑃 (𝛼) + 𝑃
′(𝛼)(𝛼𝑁 − 𝛼) + . . .+
𝑃 (𝑚)(𝛼)
𝑚!
(𝛼𝑁 − 𝛼)𝑚 (5)
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Если
𝛼𝑁 > 𝐻 + 1, (6)
то по лемме о модуле старшего члена 𝑃 (𝛼𝑁 ) ̸= 0 и
|𝑃 (𝛼𝑁 )|𝑝 >
1
|𝑃 (𝛼𝑁 )|
(7)
Ввиду неравенства⃒⃒⃒⃒
⃒𝑃 ′(𝛼)(𝛼𝑁 − 𝛼) + . . .+ 𝑃 (𝑚)(𝛼)𝑚! (𝛼𝑁 − 𝛼)𝑚
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝
6 |𝛼𝑁 − 𝛼|𝑝 6 |𝑛𝑁+1!|𝑝
из (5) и (7) следует, что
|𝑃 (𝛼)|𝑝 > 1|𝑃 (𝛼𝑁 )|
(8)
если
|𝑛𝑁+1 !|𝑝 <
1
|𝑃 (𝛼𝑁 )|
. (9)
Для величины |𝑃 (𝛼𝑁 )| имеем оценку
|𝑃 (𝛼𝑁 )| 6 𝐻 · (𝑚+ 1) · 𝛼𝑚𝑁 6 𝐻 · (𝑚+ 1) · ((𝑛𝑁 + 1)!)𝑚 . (10)
Ввиду формулы |𝑛!|𝑝 = 𝑝−
𝑛−𝑆𝑛
𝑝−1 , где 𝑆𝑛 — сумма цифр 𝑝-ичного разложения числа 𝑛 полу-
чаем, что неравенство (10) следует из неравенства
ln(𝐻(𝑚+ 1)) +𝑚(𝑛𝑁 + 1) ln(𝑛𝑁 + 1) <
ln 𝑝
𝑝− 1 · 𝑛𝑁+1 − ln(𝑝 · 𝑛𝑁+1). (11)
При 𝑁 > 𝑁0(𝐻) ввиду (2),
(𝑛𝑁 + 1) ln(𝑛𝑁 + 1)
𝑛𝑁+1
< 𝜀(𝐻) (12)
и
ln(𝑛𝑁+1𝑝) < 𝑚𝜀(𝐻)𝑛𝑁+1 .
Поэтому (8) выполняется, если одновременно выполнены эти неравенства, условие (6) и
неравенство
𝑛𝑁+1 >
(ln𝐻(𝑚+ 1)) (𝑝− 1)
ln 𝑝− 2𝑚(𝑝− 1)𝜀(𝐻) . (13)
В свою очередь, условие (6) следует из неравентва
(𝑛𝑁 + 1) ln
(︂
𝑛𝑁 + 1
𝑒
)︂
> ln(𝐻 + 1)
или, с учетом (12), из
𝑛𝑁+1 >
ln(𝐻 + 1)
𝜀(𝐻)
. (14)
Если считать, что 𝑚(𝐻) 6 𝐻, то неравенство (13) следует из (14).
Пусть теперь 𝑁 выбрано так, что 𝑁 > 𝑁0(𝐻) и выполняются неравенства (14) и
𝑛𝑁 6
ln(𝐻 + 1)
𝜀(𝐻)
. (15)
Это можно сделать при 𝐻 > 𝐻0(𝑝). Тогда из (15) получаем заключение теоремы (4). 2
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3. Заключение
Подобными, но существенно более громоздкими рассуждениями можно получить оценку
многочлена от совокупности полиадических чисел. Отметим, что в отличие от архимедовского
случая проще устанавливается, что значение многочлена в приближающей точке отлично от
нуля.
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